Ŕàőąńěňă Łăâăńăŋă.

I. İńěňěŋâăàŋőě ćáâãŕńěŋĺě

Ć 1844 č. ąěńìčĺľáłĺľ ňăâěňăâĺł Ě. Łăâăńăŋ [Cat] ŕőáâăćĺń áńěďãîéãî ğăďăçã.

Ŕàőąńěňă Łăâăńăŋă. Ďőłăğăâì, çâő ćáě æěńőçĺáńěŋŋëě àěèěŋĺï ãàăćÄ ŋěŋĺï

x^p − y^q = 1; x; y; p; q ∈ Z; x ¿ 1; y ¿ 1; p ¿ 1; q ¿ 1; (1)

ĺáçěàŕëćăîâáï ŋăąőàőň x = q = 3, y = p = 2 (â.ě. 3^2 − 2^3 = 1).

Őâňěâĺň, çâő ďőáâăâőçŋő őčàăŋĺçĺâìáï àăááňőâàěŋĺěň áńãçăï, łőčďă p ĺ q { àăğńĺçŋëě ŕàőáâëě çĺáńă; ďăńěě ňë ćáîďã áçĺâăěň íâő áőčńăèěŋĺě ćëŕőńŋěŋŋëň.

Ŕőáńěďŋîî âőçłã ć àěèěŋĺĺ ŕàőąńěňë Łăâăńăŋă ŕőáâăćĺń Ŕ. Ňĺåăľńěáłã [Mi1], [Mi2] ć 2002 č. Ć çăáâŋőáâĺ, őŋ ďőłăğăń áńěďãîéĺľ àěğãńìâăâ.

Łàĺâěàĺľ Ňĺåăľńěáłã. Ŕãáâì p ĺ q { ŋěçěâŋëě ŕàőáâëě çĺáńă, p ≠ q, ĺ çěâćěàłă x; y; p; q ãďőćńěâćőàïěâ ãàăćŋěŋĺî Łăâăńăŋă (1). Šőčďă ă) p^{q−1} ≡ 1 (mod q^2) ĺ q^{p−1} ≡ 1 (mod p^2); ą) q^2 | x ĺ p^2 | y.

Ğăňěçăŋĺě. Śàăćŋěŋĺï p^{q−1} ≡ 1 (mod q) ĺ q^{p−1} ≡ 1 (mod p) áńěďãîâ ĺğ ňăńőľ âěőàěňë Ťěàňă (ąěğ ćáïłĺå ďőŕőńŋĺâěńìŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă p ĺ q, p ≠ q).

Ďěńĺňőáâĺ q | x ĺ p | y ąëńĺ ďőłăğăŋë Łăááěńáőň ć 60-ě čőďë; á ĺå ŕőňőéìî Šăľďěňăŋ ďőłăğăń łőŋěçŋőáâì łőńĺçěáâćă àěèěŋĺľ ãàăćŋěŋĺï (1), őŕĺàăïáì ŋă ńĺÄ ŋěľŋëě äőàňë őâ ďćãå ĺ âàěå ńőčăàĺäňőć. Őďŋăłő, łàĺâěàĺľ Ňĺåăľńěáłã ŕőğćőńïÄ ěâ őčàăŋĺçĺâìáï ńĺŋěľŋëňĺ äőàňăňĺ őâ ďćãå ńőčăàĺäňőć ĺ áãéěáâćěŋŋő áŋĺğĺâì čàăŋĺæã łőňŕìîâěàŋőčő ŕěàěąőàă.

Ć łăçěáâćě ńĺàĺçěáłőčő őâáâãŕńěŋĺï àăááňőâàĺň łńăááĺçěáłĺľ (ĺńĺ ĺáâőàĺÄ çěáłĺľ) àěğãńìâăâ (ďőłăğăâěńìáâćő ňë ğăĺňáâćãěň ĺğ [Se]).

Šěőàěňă 0 (Ńěćĺ ąěŋ Čěàèőŋ, őłőńő 1320). Şàăćŋěŋĺï

1) 3^p − 2^q = 1 ĺ 2) 2^p − 3^q = 1

ŋě ĺňěîâ àěèěŋĺï ć æěńëå p; q ¿ 1, ğă ĺáłńîçěŋĺěň àěèěŋĺï p = 2, q = 3 ãàăćŋěŋĺï 1).

Ć őáŋőćã íâĺå ňăâěàĺăńőć ńěč æĺłń ďőłńăďőć đ.Ć. Ŋěáâěàěŋłő ŋă áěňĺŋăàě \Ďĺőäăŋâőćë ŕàĺąńĺęěŋĺï ĺ âàăŋáæěŋďěŋâŋëě çĺáńă" ňěåăŋĺłő-ňăâěňăâĺçěáłőčő äăłãńìâěâă ŇőáłőćáłőÄ čő ãŋĺćěàáĺâěâă. Ŋăáâőïéĺě łőŋáŕěłâë ïćńïîâáï ăďőŕâĺàőćăŋŋëň ĺğńőęěŋĺěň Ć.Ć. ĞãďĺńĺÄ ŋă. Ňë ĺáłàěŋŋě ąńăčőďăàŋë đ.Ă. Ăńěłáěŋæěćã, Ě.Ň. Ňăâćěěćã ĺ ćáěň ãçăáâŋĺłă áěňĺŋăàă ğă ŕőňőéì ĺ őąáãęďěŋĺï. Őáőąăï ąńăčőďăàŋőáâì Ň. Ňĺŋìőââã ğă ŕàěďőáâăćńěŋŋëě ĺň ňăâěÄ àĺăńë ńěłæĺľ ŕő ŕàőąńěňě Łăâăńăŋă.

Ďőłăğăâěńìáâćő. 1) Ěáńĺ p = 2k + 1, âő

2^q = 3^p − 1 = 3 · 9^k − 1 ≡ 2 (mod 4);

çâő ďńï q ¿ 1 ŋěćőğňőęŋő.

Ěáńĺ p = 2k, âő 2^q = 3^p − 1 = (3^k − 1)(3^k + 1), őâłãďă 3^k − 1 = 2^u ĺ 3^k + 1 = 2^v. Ŕőáłőńìłã 2^v − 2^u = (3^k + 1) − (3^k − 1) = 2, ĺňěěň v = 2 ĺ u = 1, őâłãďă ŕőńãçăěň ěďĺŋáâćěŋŋőě àěèěŋĺě q = u + v = 3 ĺ p = 2.

2) Ěáńĺ q ⩾ 1, âő 3^q + 1 ŋě ďěńĺâáï ŋă 8. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ěáńĺ q = 2k, âő 3^q + 1 = 9^k + 1 ≡ 2 (mod 8); ěáńĺ q = 2k + 1, âő 3^q + 1 = 3 · 9^k + 1 ≡ 4 (mod 8). Ŕőíâőňã p ⩽ 2 ĺ, ğŋăçĺâ, p = 2. Ŕőáńěďŋěě ćńěçěâ q = 1, çâő ŋěćőğňőęŋő.

Ćłńăď áăňőčő Łăâăńăŋă ć àěèěŋĺĺ ŕàőąńěňë Łăâăńăŋă ŋěńìğï ŋăğćăâì ğŋăçĺÄ âěńìŋëň: őŋ ŕőńãçĺń őłőŋçăâěńìŋëľ àěğãńìâăâ ďńï ãàăćŋěŋĺï x^y − y^x = ±1, çâő ŋě áńőęŋěě àăááňőâàěŋŋőľ ćëèě âěőàěňë Ńěćĺ ąěŋ Čěàèőŋă.

Šěőàěňă 1 (Ńěąěč, 1850). Ŕãáâì p { ŋěçěâŋőě ŕàőáâőě çĺáńő. Šőčďă ãàăćÄ ŋěŋĺě x^p − y^2 = 1 ŋě ĺňěěâ àěèěŋĺľ ć æěńëå x; y ¿ 1.

Ďőłăğăâěńìáâćő. 1) Ěáńĺ y ŋěçěâŋő, âő x çěâŋő ććĺďã x^p = y^2 + 1. Šőčďă y^2 + 1 ≡ 2 (mod 4), ć âő ćàěňï łăł x^p ≡ 0 (mod 8).

2) Ŕãáâì y çěâŋő ĺ, ğŋăçĺâ, x ŋěçěâŋő. Ğăŕĺèěň x^p = y^2 + 1 = (1 + iy)(1 − iy). Řăğńőęěŋĺě ŋă ŕàőáâëě ć łőńìæě čăãááőćëå çĺáěń Z[i] ěďĺŋáâćěŋŋő; łàőňě âőčő, çĺáńă 1 + iy ĺ 1 − iy (łăł íńěňěŋâë íâőčő łőńìæă) ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ěáńĺ ˘ ďěńĺâ 1 + iy ĺ 1 − iy, âő ˘ ďěńĺâ ĺå àăğŋőáâì (1 + iy) − (1 − iy) = 2, ă ğŋăçĺâ, ĺ çěâŋőě çĺáńő y; âăłĺň őąàăğőň, ˘ ďěńĺâ 1 + iy ĺ y, ć çăáâŋőáâĺ, ˘ ďěńĺâ (1 + iy) − i · y = 1, â.ě. ˘ ∈ {±1; ±i} ĺ (1 + iy; 1 − iy) = 1. Ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőáâĺ àăğńőęěŋĺï ŋă ŕàőáâëě ŕőńãçăěň, çâő 1+iy = ”(u+iv)^p, čďě ” { ŋěłőâőàăï ěďĺŋĺæă łőńìæă Z[i], â.ě. ” ∈ {±1; ±i}, ă u; v ∈ Z. Ŕőáłőńìłã ” = i^r, ŕàĺçěň r ∈ {0; 1; 2; 3}, ă p { ŕàőáâőě ŋěçěâŋőě çĺáńő, ďńï ŋěłőâőàëå a; b ∈ Z ćëŕőńŋěŋő r = 4a + pb, â.ě. i^r = (i^b)^p. Ŕőáńěďŋěě őğŋăçăěâ, çâő ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ňőęŋő áçĺâăâì ” = 1, ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, 1 + iy = (u + iv)^p: (2)

Šăłĺň őąàăğőň, x^p = (1+iy)(1−iy) = (u^2 +v^2)^p ĺ, ğŋăçĺâ, x = u^2 +v^2. Ŕőáłőńìłã x ŋěçěâŋő, çĺáńă u, v ĺňěîâ àăğŋãî çěâŋőáâì:

u ≢ v (mod 2): (3)

Řăáłàëćăï ŕàăćãî çăáâì (2) á ŕőňőéìî ąĺŋőňă Ŋìîâőŋă ĺ áàăćŋĺćăï ćěéěáâćěŋÄ ŋëě çăáâĺ, ŋăåőďĺň 1 = (p−1)=2 ∑ k=0 ( p 2k ) (−1)^ku^{p−2k}v^{2k} = u ·

(p−1)=2 ∑ k=0 ( p 2k ) (−1)^ku^{p−2k−1}v^{2k}: (4)

Ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő, ć çăáâŋőáâĺ, őğŋăçăěâ, çâő u { őąàăâĺňëľ íńěňěŋâ łőńìæă Z, â.ě. u = ±1. Śőčńăáŋő (3) őâáîďă áńěďãěâ, çâő v çěâŋő, âăł çâő àăćěŋáâćő (4) ŕàĺ ŕěàěåőďě ł őáâăâłăň őâ ďěńěŋĺï ŋă 4 ŕàĺŋĺňăěâ ćĺď

1 ≡ u^p ≡ (±1)^p = ±1 ≡ u (mod 4);

çâő ŕàĺćőďĺâ ł ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćőğňőęŋőáâĺ u = 1. Ŕőďáâăćńïï u = 1, ćëçĺâăï ĺğ őąěĺå çăáâěľ àăćěŋáâćă (4) áńăčăěňőě, őâćěçăîéěě k = 0 (ĺ àăćŋőě 1), ĺ ďěńï ŋă v^2, ŋăåőďĺň 0 = (p−1)=2 ∑ k=1 ( p 2k ) (−1)^kv^{2k−2} = − p(p − 1) 2 + (p−1)=2 ∑ k=2 ( p 2k ) (−1)^kv^{2k−2} (5)

= − p(p − 1) 2 + (p−1)=2 ∑ k=2 p(p − 1) 2k(2k − 1) ( p − 2 2k − 2 ) (−1)^kv^{2k−2}

Ďńï k = 2; 3; : : : ; (p − 1)=2 ĺňěěň

ord_2 (( p 2k ) (−1)^kv^{2k−2} ) = ord_2 ( p(p − 1) 2k(2k − 1) ) + ord_2 ( p − 2 2k − 2 ) + ord_2 v^{2k−2}

⩾ ord_2 ( p(p − 1) 2 ) − ord_2 k + 0 + (2k − 2); (6)

âăł łăł çĺáńő v çěâŋő ĺ 2 ćåőďĺâ ć ŋěőâàĺæăâěńìŋőľ áâěŕěŋĺ ć æěńőě çĺáńő

(_{p−2}

2k−2 ) . Ŋěáńőęŋëľ ŕőďáçěâ ŕőłăğëćăěâ, çâő ord_2 k ⩽ log_2 k ⩽ 2k − 3 ¡ 2k − 2 ďńï k ⩾ 2, âăł çâő őæěŋłă (6) ňőęěâ ąëâì ŕàőďőńęěŋă áńěďãîéĺň őąàăğőň:

ord_2 (( p 2k ) (−1)^kv^{2k−2} ) ¿ ord_2 ( p(p − 1) 2 )

ďńï k = 2; 3; : : : ; (p − 1)=2, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ àăćěŋáâćã (5). Šěőàěňă ďőłăğăŋă ŕőńŋőáâìî.

Śńãçăľ p = 2 ĺ q = 3 ŕőńŋőáâìî àăğőąàăŋ İľńěàőň. Śńãçăľ p = 2 ĺ q ¿ 3 ďěńăěâáï áőćěàèěŋŋő ŕő-ďàãčőňã!

Šěőàěňă 2 (İľńěà). Şàăćŋěŋĺě x^2 − y^3 = 1 ĺňěěâ ěďĺŋáâćěŋŋőě àěèěŋĺě x = 3, y = 2 ć æěńëå çĺáńăå x; y ¿ 1.

Ďőłăğăâěńìáâćő. 1) Ěáńĺ x çěâŋő, âő (x − 1)(x + 1) = y^3 ŋěçěâŋő ĺ d = (x − 1; x + 1) ďěńĺâ (x + 1) − (x − 1) = 2, őâłãďă d = 1. Šăłĺň őąàăğőň, x − 1 = a^3, x + 1 = b^3, ŕàĺ íâőň őąă çĺáńă b ¿ a ŋěçěâŋë, â.ě. b ⩾ a + 2. Őłőŋçăâěńìŋő,

2 = (x + 1) − (x − 1) = b^3 − a^3 ⩾ (a + 2)^3 − a^3 ¿ 8;

çâő ŋěćőğňőęŋő.

Ğăňěçăŋĺě. Šě ęě àăááãęďěŋĺï ŕőłăğëćăîâ, çâő ĺ ć áńãçăě x^2 −y^q = 1, q ¿ 1, çĺáńő x ŋě ňőęěâ ąëâì çěâŋëň.

2) Ŕãáâì x = 2k + 1, čďě k ¿ 1 (ŕàĺ k = 1 ąěğ âàãďă ŋăåőďĺň ěďĺŋáâćěŋŋőě àěèěŋĺě x = 3, y = 2). Šőčďă y = 2n ĺ ĺáåőďŋőě ãàăćŋěŋĺě x^2 − y^3 = 1 ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋő (ŕőáńě ďěńěŋĺï őąěĺå çăáâěľ ŋă 8) ć ćĺďě

k(k + 1) 2 = n^3: (7)

(Śńěćă ğăŕĺáăŋő âàěãčőńìŋőě çĺáńő, ă áŕàăćă { łãą, âăł çâő ŕő-áãéěáâćã İľńěà àăğőąàăńáï ŋě âőńìłő á ãàăćŋěŋĺěň x^2 − y^3 = 1.) Šěŕěàì ňë âăłęě àăğńĺçăěň ďćă ćăàĺăŋâă ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ çěâŋőáâĺ k.

2.1) Ěáńĺ k = 2m, m ⩾ 1, âő ãàăćŋěŋĺě (7) ŕàĺŋĺňăěâ ćĺď m(2m + 1) = n^3, őâłãďă m = v^3 ĺ 2m + 1 = u^3, ŕàĺçěň (u; v) = 1, âăł çâő 2v^3 + 1 = 2m + 1 = u^3.

2.2) Ěáńĺ k = 2m − 1, m ¿ 1, âő ãàăćŋěŋĺě (7) ŕàĺŋĺňăěâ ćĺď (2m − 1)m = n^3, őâłãďă m = v^3 ĺ 2m − 1 = u^3, ŕàĺçěň (u; v) = 1, âăł çâő 2v^3 − 1 = 2m − 1 = u^3.

Ć őąőĺå áńãçăïå ňë ŕőńãçĺńĺ ãàăćŋěŋĺě

u^3 ± 1 = 2v^3; (u; v) = 1; u ⩾ 2; v ⩾ 1;

őâáãâáâćĺě àěèěŋĺľ ã łőâőàőčő čăàăŋâĺàãěâáï áńěďãîéĺň àěğãńìâăâőň.

Šěőàěňă 3 (Ńăčàăŋę). Şàăćŋěŋĺě x^3 + y^3 = 2z^3 ŋě ĺňěěâ àěèěŋĺľ ć æěńëå çĺáńăå ğă ĺáłńîçěŋĺěň âàĺćĺăńìŋëå ŋăąőàőć x = y = z ĺ x = −y, z = 0.

Ć ďăńìŋěľèěň ňë ąãďěň ďőłăğëćăâì ŋěàăğàěèĺňőáâì ąőńěě őąéěčő ãàăćŋěŋĺï ŋăď łőńìæőň, áőďěàęăéĺň Z.

Őąőğŋăçĺň çěàěğ æ łőàěŋì âàěâìěľ áâěŕěŋĺ ĺğ ěďĺŋĺæë á ŕőńőęĺâěńìŋőľ ňŋĺňőľ çăáâìî: æ = −1 + √ −3 2 ; æ^3 = 1; æ^2 + æ + 1 = 0;

ĺ àăááňőâàĺň ŕőńě K = Q(æ) = Q ( √ −3). Łőňŕńěłáŋőě áőŕàïęěŋĺě őąőğŋăçĺň èâàĺåőň, âăł çâő ďńï ff = a+bæ ĺňěěň ff^′ = a+bæ^2 ĺ N(ff) = ffff^′ = a^2 −ab+b^2 ¿ 0 ďńï ff ≠ 0. Łőńìæő æěńëå ŋăď K ŕàěďáâăćĺňő ć ćĺďě Z_K = Z + Zæ, ňŋőęěáâćő ěďĺÄ ŋĺæ (őąàăâĺňëå íńěňěŋâőć) ć ŋěň E(Z_K) = {±1; ±æ; ±æ^2} = ⟨−æ⟩ (â.ě. E(Z_K) ěáâì æĺłńĺçěáłăï čàãŕŕă ŕőàïďłă 6, ŕőàőęďěŋŋăï íńěňěŋâőň −æ). Ďćă íńěňěŋâă łőńìÄ æă ąãďěň ŋăğëćăâì ăááőæĺĺàőćăŋŋëňĺ, ěáńĺ ĺå őâŋőèěŋĺě ěáâì ěďĺŋĺæă łőńìæă; ďńï ğăŕĺáĺ ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ğŋăł ∼. Őâňěâĺň, çâő Z_K { łőńìæő á őďŋőğŋăçŋëň àăğńőęěŋĺěň ŋă ŕàőáâëě, ŕàĺçěň (łăł ĺ ć áńãçăě łőńìæă čăãááőćëå çĺáěń Z[i]) ćáě ŕàőáâëě ć Z_K ĺňěîâ ŋěáńőęŋőě őŕĺáăŋĺě:

ă) ” √ −3; ą) ”p, čďě p ≡ 2 (mod 3) { ŕàőáâőě çĺáńő ć Z; ć) ”(x + y √ −3), čďě x; y ∈ Z ĺ N(x + y √ −3) = x^2 + 3y^2 = p ≡ 1 (mod 3) { ŕàőáâőě çĺáńő ć Z (ćáîďã ” { ŕàőĺğćőńìŋëľ íńěňěŋâ E(Z_K)). Ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï âőńìłő çăáâì íâőľ ĺŋäőàňăæĺĺ.

Ńěňňă 1. Ůĺáńő 1 − æ ∼ √ −3 ŕàőáâőě ć Z_K; łàőňě âőčő, ±(1 − æ) ∼ √ −3 ĺ ±(2 + æ) ∼ √ −3. Ăááőæĺĺàőćăŋŋőáâì áńěďãěâ ĺğ áńěďãîéĺå áőőâŋőèěŋĺľ:

æ(1 − æ) = æ − æ^2 = 2æ + 1 = √ −3; æ(2 + æ) = 2æ + æ^2 = 2æ − æ − 1 = −(1 − æ):

Ńěňňă 2. Ůĺáńő 2 ŕàőáâőě ć Z_K.

Ńěňňă 3. Ďńï ńîąőčő ø ∈ Z_K ćğăĺňŋő ŕàőáâőčő á 2 ćëŕőńŋěŋő ø^3 ≡ 1 (mod 2).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ćáě ŋěŋãńěćëě őáâăâłĺ ć Z_K ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 2 ĺáçěàŕëćăîâáï ŋăąőàőň 1; æ; æ^2. Ŕőíâőňã ø^3 ≡ 1; æ^3; æ^6 = 1 (mod 2).

Łăł ŋěáńőęŋő ğăňěâĺâì, âěőàěňă 3 ïćńïěâáï çăáâŋëň áńãçăěň áńěďãîéěčő ãâćěàęďěŋĺï.

Šěőàěňă 3^′. Şàăćŋěŋĺě

¸^3 + ȷ^3 + 2”ı^3 = 0; ¸; ȷ; ı ∈ Z_K; ” ∈ E(Z_K); (¸; ȷ; ı) = 1; (8) ŋěàăğàěèĺňő ć ¸; ȷ; ı; ” á N(¸ȷı) ¿ 1.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďőłăğăâěńìáâćő ŕàőćőďĺâáï ňěâőďőň áŕãáłă, ŕàĺďãňăŋŋëň Ťěàňă ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŋěàăğàěèĺňőáâĺ ć æěńëå çĺáńăå ãàăćŋěŋĺï x^4 +y^4 = z^4.

Ŕàěďŕőńőęĺň őâ ŕàőâĺćŋőčő, çâő áãéěáâćãîâ àěèěŋĺï ãàăćŋěŋĺï (8) á ãáńőćĺÄ ěň N(¸ȷı) ¿ 1 ĺ ćëąěàěň ĺğ íâőčő ňŋőęěáâćă àěèěŋĺľ őďŋő á ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęÄ ŋőľ ćëáőâőľ N(¸ȷı). Śàăğã őâňěâĺň, çâő ãáńőćĺě (¸; ȷ; ı) = 1 ććĺďã őďŋőàőďŋőáÄ âĺ ãàăćŋěŋĺï (8) ĺ őďŋőğŋăçŋőáâĺ àăğńőęěŋĺï ŋă ŕàőáâëě ć Z_K ňőęŋő ğăŕĺáăâì ć ćĺďě (¸; ȷ) = (¸; ı) = (ȷ; ı) = 1: (9) Ŕàěďáâăćĺň ĺáåőďŋőě ãàăćŋěŋĺě ć ćĺďě −2”ı^3 = ¸^3 + ȷ^3 = (¸ + ȷ)(¸ + æȷ)(¸ + æ^2ȷ) = (¸ + ȷ)(æ¸ + æ^2ȷ)(æ^2¸ + æȷ) (10) ĺ őąőğŋăçĺň ćåőďïéĺě ć ŕőáńěďŋěě ŕàőĺğćěďěŋĺě ňŋőęĺâěńĺ çěàěğ ff; fi; fl. ŚőčńăáÄ ŋő (10) ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďĺŋ ĺğ íâĺå ňŋőęĺâěńěľ ďěńĺâáï ŋă 2; őąőğŋăçĺň ěčő çěÄ àěğ fl. Šăłĺň őąàăğőň, {ff; fi; fl} = {¸ + ȷ; æ¸ + æ^2ȷ; æ^2¸ + æȷ}; 2 | fl: (11) Ŋěáńőęŋăï ŕàőćěàłă ŕőłăğëćăěâ, çâő łàőňě àăćěŋáâćă fffifl = −2”ı^3; (12) ćëâěłăîéěčő ĺğ (10), ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő ff + fi + fl = 0: (13) Ďőłăęěň, çâő çĺáńă ff; fi ŋă 2 ŋě ďěńïâáï. Ěáńĺ åőâï ąë őďŋő ĺğ ŋĺå ďěńĺâáï ŋă 2, âő ććĺďã fl | 2 ĺ (13) âő ęě áăňőě ćëŕőńŋěŋő ĺ ďńï ďàãčőčő ĺğ ŋĺå, âăł çâő łăęďőě ĺğ çĺáěń ć (11) łàăâŋő 2 ĺ íâĺň áćőľáâćőň őąńăďăîâ âăłęě çĺáńă æ · (¸ + ȷ) − (æ¸ + æ^2ȷ) = æ(1 − æ)ȷ; (14) æ^2 · (¸ + ȷ) − (æ¸ + æ^2ȷ) = −æ(1 − æ)¸ (15)

(æ; æ^2 { ěďĺŋĺæë łőńìæă Z_K). Šăłĺň őąàăğőň, 2 ďěńĺâ çĺáńă (1 − æ)ȷ ĺ (1 − æ)ı ĺ, ğŋăçĺâ, ďěńĺâ çĺáńă ȷ; ı ŕő ńěňňě 1. Ŕőáńěďŋěě őğŋăçăěâ, çâő (ȷ; ı) ⩾ 2, çâő ŋěćőğÄ ňőęŋő áőčńăáŋő (9). Šăłĺň őąàăğőň, çĺáńő fl ĺ âőńìłő őŋő ć ŋăąőàě (11) ďěńĺâáï ŋă 2 ć Z_K.

Őąőğŋăçĺň çěàěğ ffi ⩾ 1 ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì çĺáěń ff; fi; áőčńăáŋő âőńìłő çâő ďőłăğăŋŋőňã çĺáńő ffi ŋěçěâŋő ĺ áőčńăáŋő (13) ĺ őďŋőğŋăçŋőáâĺ àăğńőęěŋĺï ŋă ŕàőáâëě ć Z_K ćëŕőńŋěŋő

ffi = (ff; fi) = (ff; fl) = (fi; fl);

â.ě. çĺáńă ff=ffi; fi=ffi; fl=ffi ∈ Z_K ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Ŕěàěŕĺèěň àăćěŋáâćă (12) ĺ (13) ć ćĺďě ff ffi · fi ffi · fl ffi = −2” ( ı ffi )_3 ; ff ffi + fi ffi + fl ffi = 0; (16)

őâłãďă ff ffi = ”_0¸^3_1 ; fi ffi = ”_1ȷ^3_1; fl 2ffi = ”_2ı^3_1 ; ı ffi = ¸_1ȷ_1ı_1: (17)

čďě ¸_1; ȷ_1; ı_1 ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Śőčńăáŋő (16) ĺňěěň ”_0¸^3_1 +”_1ȷ^3_1 +2”_2ı^3_1 = 0, â.ě.

¸^3_1 + ”^′_1ȷ^3_1 + 2”^′_2ı^3_1 = 0; ”^′_1 =

”_1 ”_0

; ”^′_2 =

”_2 ”_0

: (18)

Ŕőáłőńìłã çĺáńă ff=ffi; fi=ffi, ă ğŋăçĺâ, ĺ çĺáńă ¸_1; ȷ_1, ŋě ďěńïâáï ŋă 2, ňë ğăłńîçăěň, çâő ¸^3_1 ≡ 1 (mod 2) ĺ ȷ^3_1 ≡ 1 (mod 2) áőčńăáŋő ńěňňě 3. Ŕőďáâăćńïï íâĺ áàăćŋěŋĺï ć (18), ŕőńãçăěň ”^′_1 ≡ 1 (mod 2) ĺńĺ ”^′_1 = ±1, âăł łăł ”^′_1 { ěďĺŋĺæă łőńìæă Z_K. Šăłĺň őąàăğőň, ãàăćŋěŋĺě (18) ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋő ć ćĺďě

¸^3_1 + (±ȷ_1)^3 + 2”^′_2ı^3_1 = 0:

Ďńï ŕőńãçěŋĺï ŕàőâĺćőàěçĺï őáâăńőáì ŕőłăğăâì, çâő

1 ¡ N(¸_1ȷ_1ı_1) ¡ N(¸ȷı): (19)

Őâňěâĺň, çâő áőčńăáŋő (17) ćëŕőńŋěŋő N(¸_1ȷ_1ı_1) = N(ı=ffi).

Ğăňěçăŋĺě. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŋěàăćěŋáâćă (19) ňë ŕàĺćőďĺň ďćă áŕőáőąă { áâăŋďăàâŋëľ (ŋěďńĺŋŋëľ) ĺ íńěčăŋâŋëľ (çãâì ďńĺŋŋěě, ŋő łńăááĺçěáłĺľ).

Śâăŋďăàâŋëľ áŕőáőą. Ěáńĺ N(¸_1ȷ_1ı_1) = N(ı=ffi) = 1, âő ¸_1; ȷ_1; ı_1 { ěďĺŋĺæë łőńìæă Z_K ĺ ¸^3_1 ; ȷ^3_1; ı^3_1 ∈ {±1}. Ć çăáâŋőáâĺ, áőčńăáŋő (17) ĺ âőňã, çâő ”^′_1 = ”_1=”_0 = ±1, ćëŕőńŋěŋő ff ffi = ±”_0 = ± fi ffi :

Řăćěŋáâćő ff=ffi = −fi=ffi ŋěćőğňőęŋő, âăł łăł ć ŕőďőąŋőň áńãçăě ĺğ (16) ŕőńãçĺň fl = 0, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ (12). Ŕőíâőňã ć áőőâćěâáâćĺĺ á (16) ff ffi = ”^∗; fi ffi = ”^∗; fl ffi = −2”^∗; čďě ”^∗ ∈ E(Z_K): (20)

Ŕőďáâăćńïï íâĺ áőőâŋőèěŋĺï ć (14) á ãçěâőň (11), ŋăåőďĺň, çâő ńĺąő

æ · ”^∗ffi − ”^∗ffi = (æ − 1) · ”^∗ffi;

ńĺąő æ · ”^∗ffi − (−2”^∗ffi) = (æ + 2) · ”^∗ffi;

ńĺąő æ · (−2”^∗ffi) − ”^∗ffi = −(2æ + 1) · ”^∗ffi

áőćŕăďăěâ á æ(1 − æ)ȷ. Śőčńăáŋő ńěňňě 1 íâő őğŋăçăěâ, çâő ffi ∼ ȷ. Ăŋăńőčĺçŋăï ŕőďáâăŋőćłă áőőâŋőèěŋĺľ (20) ć (15) á ŕőňőéìî ńěňňë 1 ŕàĺćőďĺâ ł ăááőæĺĺàőÄ ćăŋŋőáâĺ ffi ∼ ¸. Ŕőáłőńìłã (¸; ȷ) = 1, ňë őłőŋçăâěńìŋő ŕőńãçăěň, çâő ffi, ă ğŋăçĺâ, ĺ ¸; ȷ ïćńïîâáï ěďĺŋĺæăňĺ Z_K.

Ěáńĺ N(¸_1ȷ_1ı_1) = N(ı=ffi) ⩾ N(¸ȷı), âő N(¸ȷffi) ⩽ 1 ć ćĺďã ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋőáÄ âĺ ŋőàňë, âăł çâő ¸; ȷ ïćńïîâáï ěďĺŋĺæăňĺ Z_K.

Ĺâăł, ć őąőĺå áńãçăïå N(¸_1ȷ_1ı_1) = 1 ĺ N(¸_1ȷ_1ı_1) ⩾ N(¸ȷı) ňë ŕőńãçĺńĺ, çâő ¸; ȷ { ěďĺŋĺæë ć Z_K. Śńěďőćăâěńìŋő, ¸^3; ȷ^3 ∈ {±1}, őâłãďă ¸^3 = ȷ^3 = ±1 (ć ŕàőÄ âĺćŋőň áńãçăě ı = 0 ć áőőâćěâáâćĺĺ á (8), çâő ŋěćőğňőęŋő, âăł łăł N(¸ȷı) ≠ 0). Šăłĺň őąàăğőň, ±2 = ¸^3 + ȷ^3 = −2”ı^3, â.ě. ı^3 ĺ, ğŋăçĺâ, ı { ěďĺŋĺæë łőńìæă Z_K. Šăłĺň őąàăğőň, N(¸ȷı) = N(¸)N(ȷ)N(ı) = 1 · 1 · 1 = 1, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ŕàěďÄ ŕőńőęěŋĺî N(¸ȷı) ¿ 1. Šěň áăňëň, ŋěàăćěŋáâćő (19) ĺ, łăł áńěďáâćĺě, âěőàěňă ďőłăğăŋë.

İńěčăŋâŋëľ áŕőáőą. Ğďěáì ŋăň ŕőâàěąãěâáï ěéě őďŋő ćáŕőňőčăâěńìŋőě ãâćěàęÄ ďěŋĺě ő áćőľáâćăå ŕàőáâőčő çĺáńă ˘ = 1 − æ ∈ Z_K.

Ńěňňă. Ďńï ńîąőčő ff ∈ Z_K, ŋě ďěńïéěčőáï ŋă ŕàőáâőě ˘ = 1 − æ, áŕàăćěďÄ ńĺćő áàăćŋěŋĺě ff^3 ≡ ±1 (mod ˘^4):

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋăŕőňŋĺň, çâő Z_K = Z + æZ. Śőčńăáŋő őŕàěďěńěŋĺî çĺáÄ ńă ˘ ćëŕőńŋěŋő æ = 1−˘ ≡ 1 (mod ˘) ĺ, łăł áńěďáâćĺě, æ^2 ≡ 1 (mod ˘); łàőňě âőčő, ˘ ∼ √ −3 | 3 (ĺňěŋŋő, −æ^2˘^2 = 3), âăł çâő ć łőńìæě Z_K áãéěáâćãěâ ć âőçŋőáâĺ âàĺ łńăááă ćëçěâőć ŕő ňőďãńî ˘, ĺňěŋŋő 0, 1 ĺ −1 (ŕàőćěàłă âőčő, çâő 0 ≢ ±1 ĺ 1 ≢ −1, âàĺćĺăńìŋă).

Ĺâăł, ff ŋě ďěńĺâáï ŋă ˘, â.ě. ff ≡ ±1 (mod ˘) ĺńĺ ff = ±1 + ˘fi, čďě fi ∈ Z_K. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕő ňőďãńî ˘^4 ĺňěěň

ff^3 = ±1 + 3˘fi ± 3˘^2fi^2 + ˘^3fi^3 = ±1 − æ^2˘^3fi ∓ æ^2˘^4fi^2 + ˘^3fi^3 ≡ ±1 − æ^2˘^3fi + ˘^3fi^3 = ±1 + ˘^3(fi^3 − æ^2fi); (21) čďě ňë ćŋőćì ćőáŕőńìğőćăńĺáì âěň, çâő 3 = −æ^2˘^2. Łăł ąëńő őâňěçěŋő ćëèě, æ^2 ≡ 1 (mod ˘) ĺ, ğŋăçĺâ,

fi^3 − æ^2fi ≡ fi^3 − fi = fi(fi − 1)(fi + 1) ≡ 0 (mod ˘):

Ŕőíâőňã, ŕàőďőńęăï æěŕőçłã áàăćŋěŋĺľ (21), ŋăåőďĺň âàěąãěňőě:

ff^3 ≡ ±1 + ˘^3(fi^3 − æ^2fi) ≡ ±1 + ˘^3 · ˘ ≡ ±1 (mod ˘^4):

Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ćěàŋěňáï ł ďőłăğăâěńìáâćã ŋěàăćěŋáâćă (19). Ěáńĺ N(¸_1ȷ_1ı_1) = N(ı=ffi) = 1, âő ¸_1; ȷ_1; ı_1 { ěďĺŋĺæë łőńìæă Z_K ĺ ı ∼ ffi. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ffi ïćńïěâáï ŋăĺąőńìÄ èĺň őąéĺň ďěńĺâěńěň çĺáěń ć ŋăąőàě (11) ĺ áőčńăáŋő (14), (15) çĺáńő ffi ďěńĺâ łăł ˘ȷ, âăł ĺ ˘¸. Ŕőáńěďŋěě (ććĺďã ćğăĺňŋőľ ŕàőáâőâë ȷ ĺ ¸) ćőğňőęŋő âőńìłő ć ďćãå áńãçăïå: ffi ∼ ˘ ĺ ffi ∼ 1. Řăááňőâàĺň łăęďëľ ĺğ ŋĺå ŕő őâďěńìŋőáâĺ.

Ŕãáâì ffi ∼ ˘ = 1 − æ. Ŕőáłőńìłã ı ∼ ffi, ĺňěěň ı ∼ ˘; ć çăáâŋőáâĺ, ˘ ďěńĺâ ı, â.ě.

¸^3 + ȷ^3 = −2”ı^3 ≡ 0 (mod ˘^3): (22)

Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ˘ ∤ ¸ ĺ ˘ ∤ ȷ ććĺďã ŕőŕăàŋőľ ćğăĺňŋőľ ŕàőáâőâë çĺáěń ¸; ȷ; ı. Śőčńăáŋő ńěňňě ğăłńîçăěň, çâő ¸^3 ≡ ±1 (mod ˘^4) ĺ ȷ^3 ≡ ±1 (mod ˘^4), ă íâő ďăěâ ćőğňőęŋőáâì ãâőçŋĺâì áàăćŋěŋĺï (22):

¸^3 + ȷ^3 ≡ 0 (mod ˘^4):

Ŕőáńěďŋěě őğŋăçăěâ, çâő −2”ı^3 = ¸^3 + ȷ^3 ďěńĺâáï ŋă ˘^4, çâő ŋěćőğňőęŋő, âăł łăł

N(˘^4) = 3^4 ¿ 3^3 = N(˘)^3 = N(ı)^3 = N(−2”ı^3):

Ŕőńãçěŋŋőě ŕàőâĺćőàěçĺě ŕőłăğëćăěâ, çâő áńãçăľ ffi ∼ ˘ ŋěćőğňőęěŋ.

Ŕãáâì âěŕěàì ffi ∼ 1, őâłãďă âăłęě ı ∼ ffi ∼ 1, â.ě. ı ∈ E(Z_K). Łàőňě âőčő, ¸_1ȷ_1ı_1 = ı=ffi ∼ 1, âăł çâő ¸_1; ȷ_1; ı_1 ∈ E(Z_K) ĺ, łăł áńěďáâćĺě, ff ∼ ff=ffi, fi ∼ fi=ffi ĺ fl=2 ∼ fl=(2ffi) âăłęě ïćńïîâáï ěďĺŋĺæăňĺ. Ŕőíâőňã ĺğ (14) ĺ (15) ćëâěłăěâ, çâő łăęďőě ĺğ çĺáěń ˘¸ ĺ ˘ȷ ïćńïěâáï áãňňőľ ďćãå ěďĺŋĺæ ĺńĺ áãňňőľ ěďĺŋĺæë ĺ ãďćőÄ ěŋŋőľ ěďĺŋĺæë; ŋěŕőáàěďáâćěŋŋăï ŕàőćěàłă (ŕőďőąŋăï ŕàőďěńăŋŋőľ ćëèě ć áâăŋÄ ďăàâŋőň áŕőáőąě) ŕőłăğëćăěâ, çâő çĺáńă ˘¸ ĺ ˘ȷ ĺňěîâ ćĺď ˘ · ”, čďě ” ∈ E(Z_K). Šăłĺň őąàăğőň, ¸; ȷ ∈ E(Z_K) ĺ á ãçěâőň ŕőńãçěŋŋőčő ćłńîçěŋĺï ı ∈ E(Z_K) őłőŋÄ çăâěńìŋő ŋăåőďĺň, çâő N(¸ȷı) = 1. Ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã àěèěŋĺï ¸; ȷ; ı ãàăćŋěŋĺï (8).

Ŋăłőŋěæ, àăááňőâàěŋĺě áńãçăï N(¸_1ȷ_1ı_1) ⩾ N(¸ȷı) ŕàőćőďĺâáï âăł ęě, łăł ĺ ćëèě ć áâăŋďăàâŋőň áŕőáőąě. İâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 3^′.

Šěőàěňă 4 (Łăááěńá, 1960). Ŕãáâì p; q { ŕàőáâëě çĺáńă, p ¿ q ⩾ 3, ĺ

x^p − y^q = 1; x; y ∈ Z; |x| ¿ 1; |y| ¿ 1:

Šőčďă p | y ĺ q | x.

Ğăňěçăŋĺě. Şàăćŋěŋĺï x^p − y^q = 1 ĺ (−y)^q − (−x)^p = 1 àăćŋőáĺńìŋë, âăł çâő ãáńőćĺě p ¿ q ⩾ 3 ŋě ïćńïěâáï őčàăŋĺçĺâěńìŋëň.

Ńěňňă 4 (áâăàă łăł İľńěà!). Ŕãáâì q { ŋěçěâŋőě ŕàőáâőě çĺáńő, c ∈ Z \ {0; ±1}. 1) Ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì çĺáěń c − 1 ĺ (c^q − 1)=(c − 1) àăćěŋ 1 ĺńĺ q. 2) Ěáńĺ q | (c − 1), âő c^q − 1 c − 1

≡ q (mod q(c − 1)):

Ğăňěçăŋĺě. Ćő ćâőàőň ãâćěàęďěŋĺĺ ńěňňë àăćěŋáâćő (c^q − 1)=(c − 1) = q ăőğňőęŋő ć őďŋőň ěďĺŋáâćěŋŋőň áńãçăě: q = 3, c = −2.

Ďőłăğăâěńìáâćő. 1) Ŕőáłőńìłã c^q − 1 c − 1

= c^{q−1} + c^{q−2} + · · · + c + 1 ≡ 1 + 1 + · · · + 1 + 1

q àăğ

≡ q (mod(c − 1));

ğăłńîçăěň, çâő ( c^q − 1 c − 1

; c − 1 ) = (q; c − 1) ∈ {1; q}

ććĺďã ŕàőáâőâë çĺáńă q.

2) Ŕãáâì q | (c − 1). Šőčďă

c^q − 1 = ( (c − 1) + 1

)_q

− 1 = q∑ k=1 ( q k ) (c − 1)^k;

őâłãďă

c^q − 1 c − 1 = q∑ k=1 ( q k ) (c − 1)^{k−1} = q + q∑ k=2 ( q k ) (c − 1)^{k−1} ≡ q (mod q(c − 1)) (23)

(ďěľáâćĺâěńìŋő, ŕàĺ k = 2; : : : ; q − 1 łăęďëľ ąĺŋőňĺăńìŋëľ łőíääĺæĺěŋâ ďěńĺâáï ŋă q ĺ (c − 1)^{k−1} ďěńĺâáï ŋă c − 1; ŕàĺ k = q ŕőńãçăěň, çâő (c − 1)^{q−1} ďěńĺâáï ŋă (c − 1)^2, łőâőàőě, ć áćőî őçěàěďì, ďěńĺâáï ŋă q(c − 1)).

Őáâăńőáì àăğőąàăâìáï á ŋěćőğňőęŋőáâìî àăćěŋáâćă (c^q − 1)=(c − 1) = q. ŔőÄ áńěďŋěě áőčńăáŋő (23) őğŋăçăěâ, çâő 0 = q∑ k=2 ( q k ) (c − 1)^{k−2} = q(q − 1) 2 + (c − 1) q∑ k=3 ( q k ) (c − 1)^{k−3}: (24)

Ěáńĺ ŕàőáâőě çĺáńő q ¿ 3, âő łăęďőě áńăčăěňőě ć ŕőáńěďŋěľ áãňňě ďěńĺâáï ŋă q^2 (ŕőáłőńìłã c − 1 ďěńĺâáï ŋă q), ć âő ćàěňï łăł q(q − 1)=2 ďěńĺâáï ŋă q, ŋő ŋě ďěÄ ńĺâáï ŋă q^2. Ŕőíâőňã ć áńãçăě q ¿ 3 àăćěŋáâćő (24) ŋěćőğňőęŋő. Ěáńĺ q = 3, âő àăćěŋáâćő (24) ŕěàěŕĺèěâáï ć ćĺďě 0 = 3 · 2 2 + (c − 1) = c + 2;

â.ě. ňë ŕőńãçăěň ěďĺŋáâćěŋŋëľ ĺáłńîçĺâěńìŋëľ áńãçăľ q = 3, c = −2.

Ńěňňă ďőłăğăŋă ŕőńŋőáâìî.

Ńěňňă 5. Ŕãáâì ff ¿ 1 ĺ t ¿ 0 { ŕàőĺğćőńìŋëě ćěéěáâćěŋŋëě çĺáńă. Šőčďă (1 + t)^ff ¿ 1 + t^ff.

Ďőłăğăâěńìáâćő áńĺèłőň íńěňěŋâăàŋő, çâőąë ěčő ŕàĺćőďĺâì. Śńěďáâćĺě 1. Ŕãáâì q ⩾ 3 { ŋěçěâŋőě æěńőě. Šőčďă ŕàĺ t ¿ 0 ĺ t ¡ −1 ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő (1 + t)^q ¿ 1 + t^q.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ć áńãçăě t ¿ 0 ãâćěàęďěŋĺě áńěďãěâ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ĺğ ńěňňë 5 ŕàĺ ff = q. Ć áńãçăě t ¡ −1 ŕőńăčăěň ff = q, z = −t − 1 ¿ 0 ĺ âăłęě ŕàĺňěŋïěň ńěňňã 5.

Śńěďáâćĺě 2. Ŕãáâì p; q { ŋěçěâŋëě æěńëě, p ¿ q ⩾ 3. Šőčďă ŕàĺ w ¿ 1 ĺ w ¡ 0 ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő

(w^p − 1)^q ¿ (w^q − 1)^p: (25)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ěáńĺ w ¿ 1, âő áőčńăáŋő ńěňňě 5 á ff = p=q ¿ 1 ĺ t = w^q −1 ŕőńãçăěň w^p ¿ 1+(w^q −1)^{p=q}, çâő ŕőáńě íńěňěŋâăàŋëå ŕàěőąàăğőćăŋĺľ ŕàĺćőďĺâ ł (25).

Ěáńĺ w ¡ 0, âő ŕőńăčăěň ff = p=q, t = |w|^q ĺ ćŋőćì ćőáŕőńìğãěňáï ńěňňőľ 5. Šőčďă (1 + |w|^q)^{p=q} ¿ 1 + |w|^p ĺńĺ, çâő âő ęě áăňőě, (1 − w^q)^p ¿ (1 − w^p)^q, őâłãďă áńěďãěâ (25). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 6. Ć ãáńőćĺïå âěőàěňë 4 ĺňěěâ ňěáâő ďěńĺňőáâì q | (y + 1). Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì őâ ŕàőâĺćŋőčő q ∤ (y + 1). Ŕőáłőńìłã

x^p = y^q + 1 = (y + 1) · y^q + 1 y + 1 ; ć áőőâćěâáâćĺĺ á ńěňňőľ 4 (ŕàĺ c = −y) çĺáńă y+1 ĺ (y^q+1)=(y+1) ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Śńěďőćăâěńìŋő, łăęďőě ĺğ íâĺå çĺáěń ïćńïěâáï p-ľ áâěŕěŋìî æěńőčő çĺáńă, âăł çâő y + 1 = w^p, ŕàĺçěň w =∈ {0; 1} ććĺďã x ≠ 0 ĺ y ∈ Z. Ŕőíâőňã ŕàĺňěŋěŋĺě áńěďáâćĺï 1 á t = w^p − 1 ďăěâ

x^p = y^q + 1 = (w^p − 1)^q + 1 ¡ w^{pq};

őâłãďă x ¡ w^q, ĺ ć âő ęě ćàěňïć áőőâćěâáâćĺĺ áő áńěďáâćĺěň 2

x^p = y^q + 1 ¿ y^q = (w^p − 1)^q ¿ (w^q − 1)^p;

őâłãďă x ¿ w^q − 1. Őæěŋłĺ w^q − 1 ¡ x ¡ w^q ććĺďã æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ x ĺ w^q ŕàőâĺÄ ćőàěçĺćë, çâő őğŋăçăěâ ŋěćőğňőęŋőáâì áőőâŋőèěŋĺï q ∤ (y + 1). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 7. Ŕãáâì k ∈ N ĺ

´(t) = t(t − 1) · · · (t − k + 1) k! { (âăł ŋăğëćăěňëľ æěńőğŋăçŋëľ) ňŋőčőçńěŋ. Šőčďă ďńï ńîąőľ ďàőąĺ p=q ∈ Z, čďě çĺáńő q ŕàőáâőě, ĺňěěâ ňěáâő ćłńîçěŋĺě

q^{k+} [ k q−1 ] ·´ ( p q ) ∈ Z:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ťăłâĺçěáłĺ ĺááńěďőćăŋĺě ăàĺäňěâĺçěáłĺå áćőľáâć æěńőÄ ğŋăçŋëå ňŋőčőçńěŋőć ĺ ĺå ŕàőĺğćőďŋëå ŕőńőęěŋő ć àăąőâăå Ğĺčěńï. Ŕőńőęĺň

A = q^{k+} [ k q−1 ] ·´ ( p q ) = q [ k q−1 ] · p(p − q)(p − 2q) · · · (p − (k − 1)q) k! : Šőčďă ďńï ŕàőáâëå l ≠ q ćëŕőńŋěŋő

ord_l ( p(p − q)(p − 2q) · · · (p − (k − 1)q) ) ¿ ord_l k!;

őâłãďă ord_l A ⩾ 0, ć âő ćàěňï łăł

ord_q A = [ k q − 1 ] − ord_q k! ⩾ 0;

ŕőáłőńìłã

ord_q k! = [ k q ] + [ k q^2 ] + [ k q^3 ] + · · · ⩽ k q + k q^2 + k q^3 + · · · = k q − 1

ĺ íâő çĺáńő ïćńïěâáï æěńëň (â.ě. àăćŋő áćőěľ æěńőľ çăáâĺ). Šěň áăňëň, ord_l A ⩾ 0 ďńï ńîąőčő ŕàőáâőčő l, çâő ĺ ďőłăğëćăěâ ńěňňã.

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 4. Ďěńĺňőáâì q | x áńěďãěâ ĺğ ńěňňë 6. İâő, ć áćőî őçěàěďì, ćńěçěâ

q^p | x^p = y^q + 1 = (y + 1) · y^q + 1 y + 1

: (26)

Ć âő ęě ćàěňï áőčńăáŋő ćâőàőňã ãâćěàęďěŋĺî ńěňňë 4

y^q + 1 y + 1

≡ q (mod q(y + 1)); (27)

őâłãďă y^q + 1 y + 1

≡ q (mod q^2)

ĺ, ğŋăçĺâ, (y^q + 1)=(y + 1) ďěńĺâáï ŋă q, ŋő ŋě ďěńĺâáï ŋă q^2. Šăłĺň őąàăğőň, ĺğ (26) ğăłńîçăěň, çâő

y + 1 = q^{p−1}u^p;

y^q + 1 y + 1

= qv^p; x = quv; (qu; v) = 1; v ≠ 1:

Ŋěàăćěŋáâćő v ≠ 1 ćëâěłăěâ ĺğ ğăňěçăŋĺï ł ńěňňě 4, âăł łăł ěďĺŋáâćěŋŋăï ĺáłńîÄ çĺâěńìŋăï ŕăàă q = 3, y = 2 ćőğňőęŋő ńĺèì ć áńãçăě p = 2, x = 3, ŋő p ¿ q ŕő ãáńőćĺî âěőàěňë.

Ŕőďáâăćńïï àăćěŋáâćő y + 1 = q^{p−1}u^p ć (27), ŕőńãçăěň

qv^p = y^q + 1 y + 1

≡ q (mod q^p);

őâłãďă v^p ≡ 1 (mod q^{p−1}): (28) Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, áőčńăáŋő âěőàěňě İľńěàă (őąőąéăîéěľ ňăńãî âěőàěňã Ťěàňă)

v^{’(qp−1)} ≡ 1 (mod q^{p−1}); (29)

čďě ’(q^{p−1}) = q^{p−2}(q − 1) ćğăĺňŋő ŕàőáâő á p, âăł çâő áàăćŋěŋĺï (28) ĺ (29) ŕàĺÄ ćőďïâ ł áàăćŋěŋĺî v = v(^{p;’(qp−1)}) ≡ 1 (mod q^{p−1}):

Ŕőáłőńìłã v ≠ 1, ŕőáńěďŋěě áàăćŋěŋĺě ćńěçěâ őæěŋłã |v − 1| ⩾ q^{p−1} ĺ, ğŋăçĺâ, |v| ⩾ q^{p−1} − 1. İâő, ć áćőî őçěàěďì, őğŋăçăěâ, çâő

|x| = q|uv| ⩾ q|v| ⩾ q^p − q: (30)

Őâňěâĺć ćëèě ŋěłőâőàëě áńěďáâćĺï ĺğ ďőłăğăŋŋőľ ďěńĺňőáâĺ q | x, ŕěàěľďěň ł ďőłăğăâěńìáâćã \âàãďŋőľ ŕőńőćĺŋë âěőàěňë" { ďěńĺňőáâĺ p | y. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő íâő ŋě âăł, ğŋăçĺâ p ∤ (x − 1) ĺ á ãçěâőň

y^q = x^p − 1 = (x − 1) · x^p − 1 x − 1 ; ă âăłęě ńěňňë 4 ŕőńãçăěň x − 1 = z^q ďńï ŋěłőâőàőčő æěńőčő z.

Ŕőńăčăï ˘ = x^{p=q}, ŕěàěŕĺèěň ĺáåőďŋőě ãàăćŋěŋĺě x^p −y^q = 1 ć ćĺďě ˘^q −y^q = 1, őâłãďă (çĺáńă ˘; x; y ĺňěîâ őďĺŋăłőćëě ğŋăłĺ)

|x^{p=q} − y| = |˘ − y| = 1 |˘^{q−1} + ˘^{q−2}y + · · · + ˘y^{q−2} + y^{q−1}| = 1 |˘|^{q−1} + |˘|^{q−2}|y| + · · · + |˘| |y|^{q−2} + |y|^{q−1} ⩽ 1 q · (min{|˘|; |y|})^{q−1} = 1 q · (min{|˘|^q; |y|^q})^{(q−1)=q} = 1 q · (min{|x|^p; |y|^q})^{(q−1)=q}

: (31)

Ćőáŕőńìğãěňáï íâĺňĺ ŋěàăćěŋáâćăňĺ, çâőąë őæěŋĺâì |x^{p=q} − y| ć âěàňĺŋăå z, őŕàěÄ ďěńěŋŋőľ ćëèě àăćěŋáâćőň x = z^q + 1. Śőčńăáŋő (30) ćëŕőńŋěŋő

|z|^q = |x − 1| ⩾ |x| − 1 ⩾ q^p − q − 1 ⩾ 1 2 q^p: (32)

Ďăńěě, ć áńãçăě x ¿ 0 ĺňěěň z ¿ 0 ĺ y ¿ 0, őâłãďă

x^p ¿ y^q = x^p − 1 = (1 + z^q )^p − 1 ⩾ z^{pq}

(ŕőáńěďŋěě áőčńăáŋő ńěňňě 5); ěáńĺ ęě x ¡ 0, âő z ¡ 0 ĺ |x| = |z^q + 1| = |z|^q − 1, őâłãďă |y|^q = |x^p − 1| = |x|^p + 1 ¿ |x|^p = (|z|^q − 1)^p:

Šăłĺň őąàăğőň, őæěŋłă

min{|x|^p; |y|^q} ⩾ (|z|^q − 1)^p = |z|^{qp}(1 − |z|^{−q})^p (33)

áŕàăćěďńĺćă łăł ďńï x ¿ 0, âăł ĺ ďńï x ¡ 0. Ćőáŕőńìğãěňáï âěŕěàì őæěŋłőľ (32) ĺ ŋěàăćěŋáâćőň Ąěàŋãńńĺ:

(1 − |z|^{−q})^p ⩾ (1 − 2q^{−p})^p ⩾ 1 − 2pq^{−p} ⩾ 1 − 2 · 4 · 2^{−p} = 1 − 2^{−p+3} ⩾ 1 2 ; ŕőíâőňã őæěŋłă (33) ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋă áńěďãîéĺň őąàăğőň:

min{|x|^p; |y|^q} ⩾ 1 2 |z|^{qp} ⩾ 1 q |z|^{qp}:

Ŋăłőŋěæ, ŕőďáâăćńïï ŕőńãçěŋŋőě ŋěàăćěŋáâćő ć (31), ğăłńîçăěň, çâő

|x^{p=q} − y| ⩽ 1 q · q^{−(q−1)=q}|z|^{p(q−1)} = 1 q^{1=q}|z|^{p(q−1)}

⩽ |z|^{−p(q−1)}: (34)

Ďăńěě ňë ćőáŕőńìğãěňáï âăł ŋăğëćăěňëň ňěâőďőň Řãŋčě. Ŕőńìğãïáì äőàňãńőľ Šěľńőàă, ğăŕĺèěň

x^{p=q} = (z^q + 1)^{p=q} = z^p(1 + z^{−q} )^{p=q} = ∞∑ n=0 T_n; (35) čďě T_n =

(p=q)(p=q − 1) · · · (p=q − n + 1) n! z^{p−nq} :

Őąőğŋăçĺň N = [p=q] + 1 ĺ æ = [N=(q − 1)]. Šőčďă

z^{Nq−p} · z^{p−nq} = z^{(N−n)q} ∈ Z ďńï ćáěå n, 0 ⩽ n ⩽ N; ĺ q^{N+æ} ·

(p=q)(p=q − 1) · · · (p=q − n + 1) n! ∈ Z ďńï ćáěå n ⩾ 0

áőčńăáŋő ńěňňě 7. Śńěďőćăâěńìŋő,

I = z^{Nq−p}q^{N+æ} · ( y − N∑ n=0 T_n ) ∈ Z: (36)

Ĺáŕőńìğãï (35), íâő æěńőě çĺáńő ňőęŋő ŕàěďáâăćĺâì ĺ ŕő-ďàãčőňã:

I = z^{Nq−p}q^{N+æ} · ( (y − x^{p=q}) + ∞∑ n=N+1

T_n ) = I_1 + I_2 + I_3;

čďě I_1 = z^{Nq−p}q^{N+æ}(y − x^{p=q});

I_2 = z^{Nq−p}q^{N+æ}T_{N+1}; I_3 = z^{Nq−p}q^{N+æ} ∞∑ n=N+2

T_n:

Őæěŋĺć ćěńĺçĺŋ I_1, I_2, I_3, ňë ďőłăęěň, çâő 0 ¡ |I| ¡ 1, ĺ íâő ąãďěâ ŕàőâĺćőàěçĺâì ćłńîçěŋĺî (36).

Ďńï n ⩾ N + 1 ¿ p=q ĺňěěň

|T_{n+1}| |T_n|

= |z|^{−q} · |p=q − n| n + 1

= |z|^{−q} · n − p=q n + 1 ¡ |z|^{−q} ⩽ 2q^{−p} ⩽ 2 · 3^{−5} ¡ 2^{−4};

čďě ňë ćőáŕőńìğőćăńĺáì őæěŋłőľ (32). Ŕőíâőňã

|I_3| ⩽ |z|^{Nq−p}q^{N+æ} · |T_{N+1}| ∞∑ k=1 (2^{−4})^k = |I_2| · ∞∑ k=1 2^{−4k} = |I_2| ·

2^{−4} 1 − 2^{−4} = 1 15 |I_2|:

(37) Śőčńăáŋő őŕàěďěńěŋĺî çĺáńă N ŕőńãçăěň | | | p q ( p q − 1 ) · · · ( p q − N )| | ⩽ N(N − 1) · · · 2 · | | | ( p q − N + 1 )( p q − N )| |

= N! · | | | | ( p q − N + 1 2 )_2 − 1 4 | | | | ⩽ N! 4 ; (38) | | | | p q ( p q − 1 ) · · · ( p q − N )| | | ⩾ (N − 1)(N − 1) · · · 1 · | | | | p q − N + 1 | | | | · | | | | p q − N | | | | ⩾ (N − 1)!

q^2

(39)

(őæěŋłă |p=q − k| ⩾ 1=q ďńï æěńőčő k, ďćăęďë ŕàĺňěŋěŋŋăï ć ŕőáńěďŋěň ŋěàăćěŋáâÄ ćě, ćëâěłăěâ ĺğ âőčő, çâő ďàőąì p=q łăł őâŋőèěŋĺě ďćãå ŕàőáâëå çĺáěń ŋěáőłàăâĺÄ ňă). Ŕàĺňěŋïï ŋěàăćěŋáâćă (34) ĺ (39), ŋăåőďĺň

|I_1| |I_2| = |x^{p=q} − y| |T_{N+1}| ⩽ |z|^{−p(q−1)} |z|^{p−(N+1)q}(N − 1)!=(q^2(N + 1)!)

= q^2(N + 1)^2|z|^{q(N+1−p)}:

(40) Ďńï ŕàőďőńęěŋĺï ŕőáńěďŋěľ őæěŋłĺ ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï ŋěàăćěŋáâćő

N + 1 − p ⩽ −2; (41)

ďńï ďőłăğăâěńìáâćă łőâőàőčő ďőáâăâőçŋő ŕőłăğăâì, çâő N + 1 − p ¡ −1 (ćáě çĺáńă æěńëě!). Ĺňěěň

N +1−p = [ p q ] +2−q ⩽ p q +2−q = −1−

(p − 3)(q − 1) − 3 p ⩽ −1− 2 · 2 − 3 p ¡ −1;

çâő ĺ âàěąőćăńőáì.

Śőčńăáŋő (41) ŕőłăğăâěńì |z| ć ŕàăćőľ çăáâĺ (40) őâàĺæăâěńěŋ, ŕőíâőňã ŕàĺňěÄ ŋĺňă őæěŋłă (39) ĺ ňë ŕőńãçăěň

|I_1| |I_2|

⩽ q^2(N + 1)^2|z|^{q(N+1−p)} ⩽ q^2(p − 1)^2|z|^{−2q} ⩽ q^2(p − 1)^2 ( 1 2 q^p )_{−2}

⩽ ( 2(p − 1)q^{−p+1}

)_2 ⩽ ( 2 · 4 · 3^{−4}

)_2 ¡ 1 10 : (42)

Ŋăłőŋěæ, áőčńăáŋő őŕàěďěńěŋĺî ćěńĺçĺŋë I_2 ĺ ŋěàăćěŋáâćăň (38), (32) ćëŕőńÄ ŋěŋő

|I_2| ⩽ |z|^{Nq−p}q^{N+æ}|z|^{p−(N+1)q} ·

N!=4 (N + 1)!

= |z|^{−q} · q^{N+æ} 4(N + 1)

⩽ 2q^{−p} · q^{N+æ} 4(N + 1) = q^{N+æ−p} 2(N + 1) : Őáâăěâáï őâňěâĺâì, çâő N + 1 = [p=q] + 2 ⩾ 3, âăł łăł p ¿ q, ĺ

N + æ ⩽ N + N q − 1 = N ( 1 + 1 q − 1 ) ⩽ ( p q + 1 ) q q − 1 = p + q q − 1

= p −

(p − 1)(q − 2) − 2 q − 1 ⩽ p − 4 · 1 − 2 q − 1

¡ p;

őâłãďă |I_2| ⩽ q^{N+æ−p} 2(N + 1) ¡ q^0 2 · 3 = 1 6 : (43)

Śőąĺàăï ćňěáâě őæěŋłĺ (37), (42) ĺ (43), őłőŋçăâěńìŋő ŕőńãçăěň

|I| ⩽ |I_1| + |I_2| + |I_3| = ( 1 + |I_1| |I_2| + |I_3| |I_2| ) · |I_2| ¡ ( 1 + 1 10 + 1 15 ) · 1 6 = 7 36 ¡ 1;

|I| ⩾ |I_2| − |I_1| − |I_3| = ( 1 − |I_1| |I_2| − |I_3| |I_2| ) · |I_2| ¿ ( 1 − 1 10 − 1 15 ) · |I_2| ¿ 0;

çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ âőňã, çâő I { æěńőě çĺáńő. Ŕőńãçěŋŋőě ŕàőâĺćőàěçĺě ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő ďěńĺňőáâĺ p | y ĺ âěőàěňë 4.

Śńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě ïćńïěâáï łńîçěćëň ć ďőłăğăâěńìáâćě ŋěàăğàěèĺňőáÄ âĺ ãàăćŋěŋĺï x^2 − y^q = 1 (44)

ć áńãçăě ŋěçěâŋőčő ŕàőáâőčő q ¿ 3.

Šěőàěňă 5 (Ŋăčěńńì, 1921). Ŕãáâì q { ŋěçěâŋőě ŕàőáâőě (áńãçăľ q = 3 ŋě ĺáłńîçăěâáï) ĺ ŕăàă x ¿ 1, y ¿ 1 ãďőćńěâćőàïěâ ãàăćŋěŋĺî (44). Šőčďă y çěâŋő ĺ q | x.

Ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï áńěďãîéěě ćáŕőňőčăâěńìŋőě ãâćěàęďěŋĺě.

Ńěňňă 8. Őąéěě àěèěŋĺě x ¿ 0, z ⩾ 0 ãàăćŋěŋĺï Ŕěńńï

x^2 − dz^2 = 1; čďě d = u^2 − 1; u ∈ Z; u ⩾ 2; (45)

ňőęŋő ŕàěďáâăćĺâì ć ćĺďě

x + z √ d = x_n + z_n √ d = (u + √ u^2 − 1)^n; n = 0; 1; 2; : : : :

Ďőłăğăâěńìáâćő. Śőčńăáŋő àěğãńìâăâã Ďĺàĺåńě [Di, Ďőŕőńŋěŋĺě VIII, § 142] őąéěě àěèěŋĺě ãàăćŋěŋĺï x^2 − dz^2 = 1, čďě æěńőě d ¿ 0 ŋě ïćńïěâáï łćăďàăâőň, ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋő ć ćĺďě x+z √ d = (x_1+z_1 √ d)^n; ŕàĺ íâőň ŕăàă x_1; z_1 ŋăğëÄ ćăěâáï äãŋďăňěŋăâěńìŋëň àěèěŋĺěň. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ńěňňë ğăňěâĺň, çâő x_1 = u, z_1 = 1 ïćńïěâáï äãŋďăňěŋăâěńìŋëň àěèěŋĺěň ãàăćŋěŋĺï (45), ŕőáłőńìłã ğŋăçěŋĺě z = 1 ã íâőčő àěèěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě.

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 5. Őâňěâĺň áàăğã, çâő çěâŋőáâì y ĺ, ğŋăçĺâ, ŋěÄ çěâŋőáâì x ãáâăŋőćńěŋë ć ğăňěçăŋĺĺ ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 2.

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő q ∤ x, â.ě. çĺáńă x; q ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Ğăŕĺáëćăï ãàăćŋěÄ ŋĺě (44) ć ćĺďě x^2 = (y + 1) · y^q + 1 y + 1

(46)

ĺ ŕőńìğãïáì âěň, çâő ńěćăï çăáâì (46) ŋă q ŋě ďěńĺâáï, áőčńăáŋő ńěňňě 4 ğăłńîçăěň, çâő ňŋőęĺâěńĺ y + 1 ĺ (y^q + 1)=(y + 1) ćğăĺňŋő ŕàőáâë, âăł çâő

y + 1 = u^2;

y^q + 1 y + 1

= v^2; x = uv; (u; v) = 1; u; v ŋěçěâŋë: (47)

Ĺáŕőńìğãï (47), ŕěàěŕĺèěň ĺáåőďŋőě ãàăćŋěŋĺě ć ćĺďě x^2 − (u^2 − 1)^q = 1 ĺńĺ

x^2 − dz^2 = 1; (48)

čďě d = u^2 − 1. İâő ãàăćŋěŋĺě ĺňěěâ æěńőçĺáńěŋŋőě àěèěŋĺě

x = uv; z = (u^2 − 1)^{(q−1)=2};

łőâőàőě ć áőőâćěâáâćĺĺ á ńěňňőľ 8 ňőęŋő ŕàěďáâăćĺâì ć ćĺďě

x + z √ u^2 − 1 = (u + √ u^2 − 1)^n (49)

ďńï ŋěłőâőàőčő æěńőčő n ⩾ 1. Řăáłàëćăï áãňňĺàőćăŋĺě ć (49), ŕőńãçăěň

x = [n=2]∑

k=0 ( n 2k ) u^{n−2k}(u^2 − 1)^k; (50)

z = [(n−1)=2] ∑ k=0 ( n 2k + 1 ) u^{n−2k−1}(u^2 − 1)^k:

Ěáńĺ n çěâŋő, âő ćáě áńăčăěňëě ć ŕàăćőľ çăáâĺ (50) łàőňě áńăčăěňőčő, őâćěçăÄ îéěčő k = n=2 ďěńïâáï ŋă u, â.ě. x ≡ (u^2 − 1)^{n=2} ≡ (−1)^{n=2} (mod u). Ŋő çĺáńő x = uv ďěńĺâáï ŋă u, âăł çâő n ŋěçěâŋő. Ŕőíâőňã

z ≡ ( n 2k + 1 ) u^{n−2k−1}(u^2 − 1)^k | | |_{k=0} = nu^n = nu ( (u^2 − 1) + 1

)_{(n−1)=2}

≡ nu (mod(u^2 − 1)) ≡ 1 (mod 2);

âăł łăł n; u ŋěçěâŋë. Ć âő ęě ćàěňï z = (u^2 − 1)^{(q−1)=2} ďěńĺâáï ŋă 2 (ĺ ďăęě ŋă 8^{(q−1)=2}). Ŕőńãçěŋŋőě ŕàőâĺćőàěçĺě ŕőłăğëćăěâ, çâő ćğăĺňŋăï ŕàőáâőâă x; q ŋěćőğňőęŋă, ĺ ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë.

Ğăňěçăŋĺě. Őàĺčĺŋăńìŋőě ďőłăğăâěńìáâćő Ŋăčěńńï âěőàěňë 5 ĺáŕőńìğőćăńő áńěďãîéãî âěőàěňã (Ÿâñàňěà, 1897).

Ŕãáâì æěńőě d ¿ 0 ŋě ïćńïěâáï łćăďàăâőň ĺ x; z { àěèěŋĺě ãàăćŋěŋĺï Ŕěńńï x^2 − dz^2 = 1; (51)

ŕàĺçěň łăęďëľ ŕàőáâőľ ďěńĺâěńì çĺáńă z ďěńĺâ d. Šőčďă x; z { äãŋďăňěŋÄ âăńìŋőě àěèěŋĺě ãàăćŋěŋĺï (51).

Ć áńãçăě ãàăćŋěŋĺï (48) á d = u^2 − 1 äãŋďăňěŋâăńìŋëň ïćńïěâáï àěèěŋĺě x_1 = u, z_1 = 1, ć âő ćàěňï łăł ďàãčőě àěèěŋĺě x, z = (u^2 − 1)^{(q−1)=2} âăłęě ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî äãŋďăňěŋâăńìŋőáâĺ âěőàěňë Ÿâñàňěàă.

Šěőàěňă 6 (Łő Ůăő, 1965). Ěáńĺ q ¿ 3 { ŋěçěâŋőě ŕàőáâőě, âő ãàăćŋěŋĺě

x^2 − y^q = 1 (52)

ŋě ĺňěěâ àěèěŋĺľ ć æěńëå x ¿ 1, y ¿ 1.

Ŋă áăňőň ďěńě, âěőàěňă 6 ąëńă ďőłăğăŋă Łő Ůăő ěéě ć 1960 č., ŋő ŋă łĺâăľáłőň ïğëłě. Ďăńěě ňë ŕàĺćőďĺň ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 6, őáŋőćăŋŋőě ŋă ĺďěïå ŮěľÄ ŋă [Ch]. Ąőńěě áńőęŋőě, ŋő őàĺčĺŋăńìŋőě ďőłăğăâěńìáâćő Łő Ůăő [Ko] (áň. âăłÄ ęě [Mo, § 30]) ĺğńăčăěâáï ŋăňĺ łăł \ĺŋőě" ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 6. Ğďěáì ćăęŋő őâňěâĺâì, çâő ć őáŋőćě ďőłăğăâěńìáâćă [Ko] ńěęĺâ łćăďàăâĺçŋëľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőáÄ âĺ, ŋěłőâőàőě őąőąéěŋĺě łőâőàőčő ŋă łàãčőćëě ŕőńï ŕőğćőńĺńő Ňĺåăľńěáłã [Mi1] ŕőńãçĺâì áãéěáâćěŋŋőě ŕàőďćĺęěŋĺě ďńï őąéěčő ãàăćŋěŋĺï Łăâăńăŋă.

Ńěňňă 9 (őąőąéěŋĺě ńěňňë 4). Ŕãáâì q ⩾ 3 { ŋěçěâŋőě ŕàőáâőě, ă çĺáńă X; Y ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Šőčďă ( X + Y;

X^q + Y^q X + Y ) = { q; ěáńĺ q | (X + Y ); 1 ĺŋăçě:

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 6. Ć âěőàěňě 5 ďőłăğăŋő, çâő x ŋěçěâŋő ĺ q | x. Ŕěàěŕĺèěň ãàăćŋěŋĺě (52) ć ćĺďě (|x| − 1)(|x| + 1) = y^q; (|x| − 1; |x| + 1) = 2;

őâłãďă x − 1 = 2a^q; x + 1 = 2^{q−1}b^q (53) ďńï ŋěłőâőàëå æěńëå (ŋě őąïğăâěńìŋő ŕőńőęĺâěńìŋëå) a ≠ 0 ĺ b ≠ 0, ŕàĺçěň (a; 2b) = 1. Ĺğ (53) ŋăåőďĺň a^q = 2^{q−2}b^q − 1, őâłãďă |a|^q ⩾ 2^{q−2}|b|^q − 1 ¿ |b|^q ĺ, ğŋăçĺâ, |a| ¿ |b| ĺńĺ |b| ⩽ |a| − 1: (54) Śőčńăáŋő (53) ĺňěěň

(a^2 + 2b) · a^{2q} + (2b)^q a^2 + 2b

= a^{2q} + (2b)^q = ( x − 1 2 )_2 + 2(x + 1) = ( x + 3 2 )_2 : (55)

Ŕőáłőńìłã q ďěńĺâ x ĺ q ¿ 3, çĺáńă q ĺ x + 3 ćğăĺňŋő ŕàőáâë, ğŋăçĺâ çĺáńă q ĺ (55) âăłęě ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Ć áőőâćěâáâćĺĺ á (a; 2b) = 1 ĺ ńěňňőľ 9 ŕőńãçăěň ( a^2 + 2b;

a^{2q} + (2b)^q a^2 + 2b ) = 1;

őâłãďă áőčńăáŋő (55) çĺáńő a^2 + 2b ïćńïěâáï ŕőńŋëň łćăďàăâőň: a^2 + 2b = c^2; c ∈ Z: (56) Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ŕàĺňěŋěŋĺě őæěŋłĺ (54) ďăěâ ŋěàăćěŋáâćő (|a|−1)^2 ¡ |a^2 +2b| ¡ |a|^2 ć áńãçăě b ¡ 0 ĺ |a|^2 ¡ |a^2 + 2b| ¡ (|a| + 1)^2 ć áńãçăě b ¿ 0, â.ě. àăćěŋáâćő (56) ŋěćőğňőęŋő. Ŕőńãçěŋŋőě ŕàőâĺćőàěçĺě őğŋăçăěâ, çâő ãàăćŋěŋĺě (52) ŋě ĺňěěâ àěÄ èěŋĺľ ć æěńëå |x| ¿ 1, y ¿ 1. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ŕěàěď âěň, łăł ŕàĺćőďĺâì ďőłăğăâěńìáâćő ĺğ [Ko], ŋăŕőňŋĺň őŕàěďěńěŋĺě ĺ áćőľÄ áâćă áĺňćőńőć Ńěęăŋďàă ĺ §łőąĺ (ćáě íâő ŕőďàőąŋő ĺğńőęěŋő ć [Vi]).

Ŕãáâì p { ŋěçěâŋőě ŕàőáâőě. Űěńőě çĺáńő a, ćğăĺňŋő ŕàőáâőě á p, ŋăğëćăěâÄ áï łćăďàăâĺçŋëň ćëçěâőň ĺńĺ ŋěćëçěâőň ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, àăğàěèĺňő áàăćŋěŋĺě x^2 ≡ a (mod p) (57) ĺńĺ ŋěàăğàěèĺňő. Őâňěâĺň, çâő ěáńĺ a { łćăďàăâĺçŋëľ ćëçěâ, âő áàăćŋěŋĺě (57) ĺňěěâ ć âőçŋőáâĺ ďćă àěèěŋĺï ŕő ňőďãńî p. Ŕőíâőňã ńîąăï ŕàĺćěďěŋŋăï áĺáâěÄ ňă ćëçěâőć ŕő ňőďãńî p áőďěàęĺâ (p − 1)=2 łćăďàăâĺçŋëå ćëçěâőć ĺ (p − 1)=2 łćăďàăâĺçŋëå ŋěćëçěâőć.

Śĺňćőń Ńěęăŋďàă ğăďăěâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň: ( a p ) = { 1; ěáńĺ a { łćăďàăâĺçŋëľ ćëçěâ;

−1; ěáńĺ a { łćăďàăâĺçŋëľ ŋěćëçěâ;

ă ěčő őąőąéěŋĺě { áĺňćőń §łőąĺ { őŕàěďěńïěâáï ďńï æěńëå ŋěçěâŋëå m = p_1 × p_2 · · · p_k ĺ æěńëå a, (a; m) = 1, ŕő ŕàăćĺńã ( a m ) = ( a p_1 )( a p_2 ) · · · ( a p_k ) ; čďě ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ ć ŕàăćőľ çăáâĺ ãçăáâćãîâ áĺňćőńë Ńěęăŋďàă.

Ŕàěďńőęěŋĺě 1. Ĺňěîâ ňěáâő áńěďãîéĺě ãâćěàęďěŋĺï:

1) ďńï ŕàőáâőčő p ćëŕőńŋěŋő ( a p ) ≡ a^{(p−1)=2} (mod p);

2) ěáńĺ a ≡ a^′ (mod m), âő

(_a m ) = (_a′ m ) ; 3) (_1 m ) = 1;

4) ćëŕőńŋěŋő ( −1 m ) = (−1)^{(m−1)=2} = { 1; ěáńĺ m ≡ 1 (mod 4);

−1; ěáńĺ m ≡ −1 (mod 4);

5) ćëŕőńŋěŋő ( 2 m ) = (−1)^{(m2−1)=8} = { 1; ěáńĺ m ≡ ±1 (mod 8);

−1; ěáńĺ m ≡ ±3 (mod 8);

6) ćëŕőńŋěŋő ( a_1a_2 · · · a_l m ) = ( a_1 m )( a_2 m ) · · · ( a_l m )

ĺ, ć çăáâŋőáâĺ, ( ab^2 m ) = ( a m ) ; â.ě. ć çĺáńĺâěńě áĺňćőńă ňőęŋő őâąàőáĺâì ńîąőľ łćăďàăâĺçŋëľ ňŋőęĺâěńì;

7) ěáńĺ m; n { ŋěçěâŋëě æěńëě çĺáńă, âő (łćăďàăâĺçŋëľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőÄ áâĺ) ( m n ) = (−1)^{m−1}2^{· n−1}2 ( n m ) ; ĺŋëňĺ áńőćăňĺ,

(_m n ) = − (_n m ) , ěáńĺ őąă çĺáńă m; n ĺňěîâ ćĺď 4l − 1, ĺ (_m n ) = (_n m ) , ěáńĺ åőâï ąë őďŋő ĺğ ŋĺå ĺňěěâ ćĺď 4l + 1.

Ĺŋőě ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 6. Śőčńăáŋő âěőàěňě 5 ćëŕőńŋěŋő x ≡ 0 (mod q), ğŋăçĺâ y ≡ y^q ≡ −1 (mod q):

Ŕőíâőňã ĺáåőďŋőě ãàăćŋěŋĺě

x^2 = y^q + 1 = (y + 1) · y^q + 1 y + 1

ćńěçěâ y + 1 = qu^2;

y^q + 1 y + 1

= qv^2; (u; v) = 1:

Ğăŕĺèěň ĺáåőďŋőě ãàăćŋěŋĺě (52) ŕő-ďàãčőňã:

x^2 − 2 = y^q − 1 = (y − 1) · y^q − 1 y − 1 ; ŕőíâőňã ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ŕàőáâőčő ďěńĺâěńï l çĺáńă y − 1 áàăćŋěŋĺě x^2 − 2 ≡ 0 (mod l) àăğàěèĺňő, â.ě.

(_2 l ) = 1. Őâáîďă l ≡ ±1 (mod 8) ĺ çĺáńő y − 1 łăł ŕàőĺğćěÄ ďěŋĺě ŕàőáâëå ćĺďă 8n±1 áăňő ĺňěěâ ćĺď 8n±1. Šăłĺň őąàăğőň, y−1 ≡ ±1 (mod 8) ĺńĺ y ≡ 0 ĺńĺ 2 (mod 8):

Őâňěâĺň, çâő u^2 ≡ 1 (mod 8), ŕőíâőňã y + 1 = qu^2 ≡ q (mod 8), âăł çâő ćőğňőęŋë ďćă áńãçăï:

1) q ≡ 3 (mod 8), ěáńĺ y ≡ 2 (mod 8); 2) q ≡ 1 (mod 8), ěáńĺ y ≡ 0 (mod 8).

1) Ŕőáłőńìłã y ≡ 2 (mod 8), ĺňěěň y^3 − 1 ≡ 7 (mod 8). Ŕőíâőňã

x^2 = y^q + 1 ≡ y^˘ + 1 (mod y^3 − 1) ĺ ( y^˘ + 1 y^3 − 1 ) = 1; (58)

čďě q ≡ ˘ (mod 3) ĺ ˘ ∈ {1; 2} (ďńï ŕàőáâőčő q ¿ 3 áàăćŋěŋĺě q ≡ 0 (mod 3) ŋěćőğňőęŋő).

1.1) Ěáńĺ ˘ = 1, âő ( y^˘ + 1 y^3 − 1 ) = ( y + 1 y^3 − 1

)_{≡3 (mod 4)}

≡3 (mod 4) = − ( y^3 − 1 y + 1 ) = − ( −2 y + 1 )

= − ( −1 y + 1 ) ≡3 (mod 4) ( 2 y + 1 ) ≡3 (mod 8)

= −(−1) · (−1) = −1;

çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ (58).

1.2) Ěáńĺ ˘ = 2, âő ( y^˘ + 1 y^3 − 1 ) = ( y^2 + 1 y^3 − 1

)_{≡1 (mod 4)} = ( y^3 − 1 y^2 + 1 ) = ( −y − 1 y^2 + 1 )

= ( −1 y^2 + 1 ) ≡1 (mod 4) ( y + 1 y^2 + 1 ) = ( y + 1 y^2 + 1 ) ≡1 (mod 4) = ( y^2 + 1 y + 1 ) = ( 2 y + 1 ) ≡3 (mod 8)

= −1;

çâő őŕïâì ęě ŕàőâĺćőàěçĺâ (58).

Šăłĺň őąàăğőň, áńãçăľ 1) q ≡ 3 (mod 8), y ≡ 2 (mod 8) ŋěćőğňőęěŋ. 2) Śàěďĺ ŕàĺćěďěŋŋőľ áĺáâěňë ćëçěâőć 1; 2; : : : ; q−1 ŕő ňőďãńî q ćëąěàěň łćăďÄ àăâĺçŋëľ ŋěćëçěâ p ŕő íâőňã ňőďãńî. Ŕőáłőńìłã q ≡ 1 (mod 8) ĺ, ğŋăçĺâ,

(_2 q ) = 1, ňőęŋő ć áńãçăě ŋěőąåőďĺňőáâĺ àăğďěńĺâì p ŋă ćáě ćåőďïéĺě ć ŋěčő ďćőľłĺ, â.ě. áçĺÄ âăâì çĺáńő p ŋěçěâŋëň. Łàőňě âőčő, p ≠ 1, âăł łăł 1 { łćăďàăâĺçŋëľ ćëçěâ ŕő ňőÄ ďãńî q. Šăłĺň őąàăğőň, p { ŋěçěâŋőě çĺáńő, ãďőćńěâćőàïîéěě ãáńőćĺïň 3 ⩽ p ¡ q ĺ (_p q ) = −1.

Ďńï łăęďőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő t ∈ Z őŕàěďěńĺň çĺáńő

E(t) =

(−y)^t − 1 (−y) − 1

∈ Z: (59)

Ŕőáłőńìłã y ≡ 0 (mod 8), ćëŕőńŋěŋő E(t) ≡ 1 (mod 8) ďńï ńîąőčő ŕőńőęĺâěńìŋőÄ čő t ∈ Z. Őâňěâĺň âăłęě ěéě őďŋő áćőľáâćő çĺáěń (59), ă ĺňěŋŋő

E(t + n) − E(t) =

(−y)^{t+n} − (−y)^t (−y) − 1

= (−y)^t · E(n);

őâłãďă E(t + n) ≡ E(t) (mod E(n)) ĺ

E(kt + n) ≡ E(t) (mod E(n)): (60)

Łàőňě âőčő, E(1) = 1.

Ć áőőâćěâáâćĺĺ á ćëąőàőň çĺáńă p ćëŕőńŋěŋő (q; p) = 1. Ğăŕĺèěň ăńčőàĺâň ĚćÄ łńĺďă ďńï ćëçĺáńěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï çĺáěń p; q ĺ ĺŋďãæĺàőćăŋŋëě ŕàăćĺńőň (60) áàăćŋěŋĺï:

q = k_1p + n_1; E(q) ≡ E(r_1) (mod E(p)); p = k_2n_1 + n_2; E(p) ≡ E(n_2) (mod E(n_1)); n_1 = k_3n_2 + n_3; E(n_1) ≡ E(n_3) (mod E(n_2));

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : n_{s−2} = k_sn_{s−1} + n_s; E(n_{s−2}) ≡ E(n_s) (mod E(n_{s−1})); n_{s−1} = k_{s+1}n_s + 1; E(n_{s−1}) ≡ E(1) = 1 (mod E(n_s)):

(61)

Řăááňăâàĺćăï áàăćŋěŋĺï ć ŕàăćőľ łőńőŋłě (61) ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě, ğăłńîçăěň, çâő çĺáńă E(n_{s−1}) ĺ E(n_s) ćğăĺňŋő ŕàőáâë, őâłãďă çĺáńă E(n_{s−2}) ĺ E(n_{s−1}) ćğăÄ ĺňŋő ŕàőáâë ĺ â.ď., ńîąëě ďćă áőáěďŋĺå çĺáńă E(n_j) ĺ E(n_{j+1}) ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Ŕőíâőňã ŕàĺňěŋěŋĺě ŕàăćĺń ćëçĺáńěŋĺï áĺňćőńă §łőąĺ ŕàĺćőďĺâ ł æěŕőçłě ( E(q) E(p) ) = ( E(n_1) E(p) ) = ( E(p) E(n_1) ) = ( E(n_2) E(n_1) ) = ( E(n_1) E(n_2) ) = ( E(n_3) E(n_2) ) = · · · = ( E(n_{s−2}) E(n_{s−1}) ) = ( E(n_s) E(n_{s−1}) ) = ( E(n_{s−1}) E(n_s) ) = ( E(1) E(n_s) )

= ( 1 E(n_s) ) = 1; (62)

čďě ćáě ‘ŕěàěćőàőâë’ áĺňćőńőć §łőąĺ ğăłőŋŋë ć áćïğĺ á âěň, çâő E(t) ≡ 1 (mod 8).

Ś ďàãčőľ áâőàőŋë,

E(q) = y^q + 1 y + 1

= qv^2;

őâłãďă ( E(q) E(p) ) = ( qv^2 E(p) ) = ( q E(p) ) ≡1 (mod 4) = ( E(p) q ) ; (63)

łàőňě âőčő,

E(p) =

(−y)^p − 1 (−y) − 1

= (−y)^{p−1} + (−y)^{p−2} + · · · + (−y) + 1

≡ 1 + 1 + · · · + 1 + 1

p àăğ

≡ p (mod q);

çâő ćňěáâě á áőőâŋőèěŋĺěň (63) ďăěâ ( E(q) E(p) ) = ( E(p) q ) = ( p q ) : (64)

Šăłĺň őąàăğőň,

(_p q ) = 1 áőčńăáŋő (62) ĺ (64), ă íâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã çĺáńă p.

Ŕőńãçěŋŋőě ŕàőâĺćőàěçĺě ŕőłăğëćăěâ, çâő áńãçăľ 2) q ≡ 1 (mod 8), y ≡ 0 (mod 8) âăłęě ŋěćőğňőęěŋ, ĺ ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë.

Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë

[Cat] Catalan E. C. Note extraite d’une lettre adress«ee „a l’«editeur // J. Reine Angew. Math.

1844. V. 27. P. 192.

[Ca1] Cassels J. W. S. On the equation a^x − b^y = 1 // Amer. Math. J. 1953. V. 75.

P. 159{162.

[Ca2] Cassels J. W. S. On the equation a^x − b^y = 1, II // Proc. Cambridge Phil. Soc. 1960.

V. 56. P. 97{103.

[Ch] Chein E. Z. A note on the equation x^2 = y^q + 1 // Proc. Amer. Math. Soc. 1976.

V. 56. P. 83{84.

[Di] Ńěęěŋ Ďĺàĺåńě Č. Ŕ. Ńěłæĺĺ ŕő âěőàĺĺ çĺáěń. Ň.{Ń.: ŐŊŠĹ, 1936. [Ko] Ko Chao. On the diophantine equation x^2 = y^n + 1, xy ≠ 0 // Sci. Sinica 1965.

V. 14. P. 457{460.

[Le] Lebesgue V. A. Sur l’impossibilit«e, en nombres entiers, de l’«equation x^m = y^2 + 1 // Nouv. Ann. Math. (1) 1850. V. 9. P. 178{181.

[Mi1] Mih–ailesku P. A class number free criterion for Catalan’s conjecture // J. Number Theory (to appear).

[Mi2] Mih–ailesku P. Primary cyclotomic units and a proof of Catalan’s conjecture. (subÄ mitted).

[Mo] Mordell L. J. Diophantine equations. Pure Appl. Math.. V. 30. London{New York:

Academic Press, 1969.

[Na1] Nagell T. Sur l’impossibilit«e de l’«equation ind«etermin«ee z^p + 1 = y^2 // Norsk Mat.

Forenings Skrifter. 1921. V. 1. ò4.

[Na2] Nagell T. Sur une «equation „a deux ind«etermin«ees // Norsk Vid Selsk Forh. 1934.

V. 7. P. 136{139.

[Ri] Ribenboim R. Catalan’s conjecture. Are 8 and 9 the only consecutive powers? New York: Acad. Press, 1994.

[Se] Śěàŕĺŋáłĺľ Ć. 250 ğăďăç ŕő íńěňěŋâăàŋőľ âěőàĺĺ çĺáěń. Ň.: Ŕàőáćěéěŋĺě, 1968. [Vi] Ćĺŋőčàăďőć Ĺ. Ň. Őáŋőćë âěőàĺĺ çĺáěń. 8 ĺğď. Ň.: Ŋăãłă, 1972.